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ëèñòîê 3

Îïðåäåëåíèå: {xn}∞n=1 - ìíîæåñòâî çàíóìåðîâàííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë - ÷èñëîâàÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îïðåäåëåíèå: {xn} - îãðàíè÷åíà, åñëè ∃M : ∀n ∈ N |xn| 6M .

{xn} - íå îãðàíè÷åíà, åñëè äëÿ ∀M ∃n(M) ∈ N : |xn(M)| > M .

Îïðåäåëåíèå: lim
n→∞

xn = a ⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N(ε) |xn − a| < ε.

Îïðåäåëåíèå: {xn} - áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, åñëè

lim
n→∞

xn = 0⇐⇒ ∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N(ε) |xn| < ε.

Îïðåäåëåíèå: {xn} - áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, åñëè:

1) {xn} - çíàêîïîñòîÿííà

2) lim
n→∞

xn =∞, òî åñòü

xn > 0 (xn < 0) äëÿ ∀n ∈ N è äëÿ ∀E > 0 ∃N(E) : ïðè ∀n > N(E) |xn| > E.

Çàìå÷àíèå: Çíàêîïîñòîÿíñòâî áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíîãäà íå òðåáó-

åòñÿ.

Óòâåðæäåíèå: Ïóñòü lim
n→∞

xn = x, lim
n→∞

yn = y, òîãäà

1) ∃ lim
n→∞

(xn ± yn) = x± y;

2) ∃ lim
n→∞

(xn · yn) = x · y;

3) ∃ lim
n→∞

xn
yn

=
x

y
(yn 6= 0 äëÿ ∀n, y 6= 0).

Óòâåðæäåíèå: Åñëè ∃N : ∀n > N âûïîëíåíî xn 6 yn, òî lim
n→∞

xn 6 lim
n→∞

yn (åñëè äàííûå

ïðåäåëû ñóùåñòâóþò).

3.1. (42) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ, óêàçàâ äëÿ

∀ε > 0 ÷èñëî N(ε), ÷òî äëÿ ∀n > N(ε) âûïîëíåíî |xn| < ε, åñëè:

(à) • xn =
(−1)n+1

n
;

(á) • xn =
2n

n3 + 1
;

(â) xn =
1

n!
;

(ã) xn = (−1)n · 0, 999n.
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3.2. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ÷ëåíû êîòîðîé:

(à) • ïîî÷åðåäíî, òî ïðèáëèæàþòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëó, òî óäàëÿþòñÿ îò íåãî;

(á) ïîî÷åðåäíî, òî ïðèíèìàþò çíà÷åíèå ðàâíîå ñâîåìó ïðåäåëó, òî óäàëÿþòñÿ îò íåãî.

Ïîìåù¼ííûå âûøå ïðèìåðû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíòåðåñíû òåì,

÷òî îíè îõâàòûâàþò ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ñòðåìëåíèÿ ïåðåìåííîé ê íóëþ. Ïðè ýòîì íåñó-

ùåñòâåííî, ëåæàò ëè çíà÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû (�3.1 á,â) îò

ïðåäåëà èëè íåò (�3.1 à,ã); íåñóùåñòâåííî, ïðèáëèæàåòñÿ ëè îíà ñ êàæäûì øàãîì

ê ñâîåìó ïðåäåëó (�3.1) èëè íåò (�3.2); íåñóùåñòâåííî íàêîíåö, äîñòèãàåò ëè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü ñâîåãî ïðåäåëà, ò.å. ïðèíèìàåò ëè çíà÷åíèÿ ðàâíûå åìó (�3.2 á). Ñó-

ùåñòâåííî ëèøü òî, î ÷åì ãîâîðèòñÿ â îïðåäåëåíèè: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîëæíà

îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäåëà ñêîëü óãîäíî ìàëî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñâîèõ íî-

ìåðîâ.

3.3. (43) Äîêàæèòå, ÷òî {xn} åñòü áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ, âîçìîæíî íåçíàêîïîñòîÿííàÿ,

îïðåäåëèâ äëÿ ∀E > 0 ÷èñëî N(E) : |xn| > E ïðè n > N(E), åñëè:

(à) • xn = (−1)n · n;

(á) xn = 2
√
n;

(â) xn = lg(lg n) (n > 2);

(ã) xn =
3n − 2n

2n + 1
.

3.4. (41) • Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n

n+ 1
= 1, îïðåäåëèâ äëÿ ∀ε > 0 ÷èñëî N(ε) : |xn − 1| < ε

ïðè âñåõ n > N .

3.5. (45) Ñôîðìóëèðóéòå ñ ïîìîùüþ êâàíòîðîâ è íåðàâåíñòâ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(à) lim
n→∞

xn = +∞; (á) lim
n→∞

xn = −∞.

3.6. • Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ó êîòîðîé åñòü îãðà-
íè÷åííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâ-

ëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé, ò.å. äàííûå ïîíÿòèÿ ñóùåñòâåííî ðàçíûå.
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3.7. Äîêàæèòå, ïî îïðåäåëåíèþ, ÷òî:

(à) lim
n→∞

n
√
a = 1, (a > 1);

(á) • lim
n→∞

qn = 0, (|q| < 1).

(â) lim
n→∞

Qn =∞, (|Q| > 1).

3.8. • Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:

a, aq, aq2, . . . , aqn, . . . (|q| < 1)

Ïîä åå ñóììîé ïîíèìàåòñÿ ïðåäåë, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ ñóììà Sn åå n ÷ëåíîâ ïðè n→∞.

Íàéäèòå ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

3.9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn}, òàêèõ, ÷òî {xn} > {yn} äëÿ
∀n ∈ N, íî lim

n→∞
xn = lim

n→∞
yn.

3.10. (46-57) Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû:

(à) lim
n→∞

10000n

n2 + 1
; (á) • lim

n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
;

(â) lim
n→∞

3
√
n2 sinn!

n+ 1
; (ã) lim

n→∞

(−2)n + 3n

(−2)n+1 + 3n+1
;

(ä) lim
n→∞

1 + a+ a2 + . . .+ an

1 + b+ b2 + . . .+ bn
, |a| < 1, |b| < 1; (å) • lim

n→∞

(
1

n2
+

2

n2
+ . . .+

n− 1

n2

)
;

(æ) lim
n→∞

∣∣∣∣ 1n − 2

n
+

3

n
− . . .+ (−1)n−1n

n

∣∣∣∣; (ç) lim
n→∞

(
12

n3
+

22

n3
+ . . .+

(n− 1)2

n3

)
;

(è) lim
n→∞

(
12

n3
+

32

n3
+ . . .+

(2n− 1)2

n3

)
; (ê) lim

n→∞

(
1

2
+

3

22
+

5

23
. . .+

2n− 1

2n

)
;

(ë) • lim
n→∞

(
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)

)
; (ì) lim

n→∞

(√
2 · 4
√

2 · 8
√

2 . . . · 2n
√

2
)
.
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3.11. Íàéäèòå ïðåäåë

lim
n→∞

(
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ . . .+

1

n(n+ 1)(n+ 2)

)
.

3.12. Ïóñòü çàäàíû äâà ÷èñëà a è b. Ïîëîæèì x1 = a, x2 = b, xn =
xn−1 + xn−2

2
(n > 3).

Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

3.13. ? Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} = 1 + 17n2 ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî

êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë.

3.14. ? Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} ïðè ïîìîùè óñëîâèé:

xn = xn−1 + 2yn−1 sin2 α, yn = yn−1 + 2xn−1 cos2 α, x0 = 0, y0 = cosα.

Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ xn è yn ÷åðåç n è α.

3.15. ? Íàéäèòå ôîðìóëó îáùåãî ÷ëåíà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(à) x1 = 1, x2 = 1, xn = xn−1 + xn−2, 3 6 n ∈ N, (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è);

(á) x1 = a, x2 = b, xn = xn−1 −
xn−2

4
, 3 6 n ∈ N.

3.16. ? Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, çàäàííàÿ óñëîâèåì xn+1 = xn +
x2
n

n2

ïðè n ∈ N, ãäå 0 < x1 < 1, îãðàíè÷åíà.

3.17. Íà îòðåçêå AB, äëèíû l ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {xn} ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì: x1 = A, x2 = B, êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà xn+1 ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà, ñîåäè-

íÿþùåãî òî÷êè xn−1 è xn. Ê êàêîé òî÷êå îòðåçêà AB ñòðåìèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}?

3.18. ? (ìîäèôèêàöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôàððåÿ)

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a0 = 1, a2n+1 = an, a2n+2 = an + an+1, Z 3 n > 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

{
an−1

an
, n ∈ N

}
=

{
1

1
,
1

2
,
2

1
,
1

3
. . .

}
ñîäåðæèò âñå ïîëîæèòåëüíûå

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

3.19. ? Íàéäèòå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ a è b, ïðè êîòîðûõ ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x0 = a, xn = 1 + b · xn−1, n = 1, 2, . . .

È âû÷èñëèòå å¼ ïðåäåë â äàííûõ ñëó÷àÿõ.

3.20. ? Ïóñòü m,n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî èç mn+ 1 ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ëèáî ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ ñîâîêóïíîñòü èç m + 1 ÷èñåë,

ëèáî ñòðîãî óáûâàþùóþ ñîâîêóïíîñòü èç n+ 1 ÷èñåë.

3.21. ? Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}, íå ðàâíûõ 0 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, òàêèõ

÷òî äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî: x2
n+1 − xn · xn+2 = 1. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå äåéñòâè-

òåëüíîå ÷èñëî a, ÷òî xn+2 = a · xn+1 − xn, ∀n ∈ N.
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Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 4

Òåîðåìà (òåîðåìà î äâóõ ýâîëüâåíòàõ):

Åñëè äëÿ ∀n, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, âûïîëíåíî:

yn 6 xn 6 zn, à òàêæå ∃ lim
n→∞

yn = lim
n→∞

zn = a.

Òîãäà ∃ lim
n→∞

xn = a.

4.1. • Ïóñòü a > 1. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n

an
= 0.

4.2. (60) Ïóñòü a > 1. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

nk

an
= 0 äëÿ ∀k ∈ Z.

4.3. (63,65) Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äâóõ ýâîëüâåíòàõ:

(à) • lim
n→∞

n
√
a = 1, ïðè a > 0; (á) lim

n→∞
n
√
n = 1.

4.4. (62) Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n · qn = 0, ïðè |q| < 1.

4.5. (61,66) Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) • lim
n→∞

2n

n!
= 0;

(á) lim
n→∞

an

n!
= 0, ∀a ∈ R;

(â) lim
n→∞

1
n
√
n!

= 0.

(ã) lim
n→∞

n!

nn
= 0.

4.6. (64) • Ïóñòü a > 1 . Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

loga n

n
= 0.

4.7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 0 < k < 1 lim
n→∞

[
(n+ k)k − nk

]
= 0.

4.8. • Íàéäèòå ïðåäåë lim
n→∞

√
n ·
(√

n+ 1−
√
n
)
.
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4.9. (68) Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

(
1

2
· 3

4
· . . . · 2n− 1

2n

)
= 0.

4.10.

(à) • Íàéäèòå ïðåäåë lim
n→∞

(
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ . . .+
1√

n2 + n

)
;

(á) Ïóñòü äàíî m ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a1, a2, . . . , am è A = max
16i6m

ai. Íàéäèòå ïðåäåë

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + . . .+ anm.

4.11. (91) • Äîêàæèòå, ÷òî åñëè lim
n→∞

xn = a, òî lim
n→∞

|xn| = |a|.
Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

4.12. Ïóñòü lim
n→∞

xn = 0 è xn > −1 äëÿ ∀n ∈ N.

Äàëåå, ïóñòü p ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

p
√

1 + xn = 1.

4.13. Íàéäèòå ïðåäåëû ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

(à) xn =
(n+ 1)2010

n2010 + 1
;

(á) xn = n

√
2n + 3n + 4n

5n + 6n
;

(â) • xn = n
√
n+ | sinn|.

4.14. Íàéäèòå ïðåäåëû:

(à) • lim
n→∞

11 + 22 + . . .+ nn

nn
;

(á) lim
n→∞

n

√
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
;

(â) lim
n→∞

n2
√
n;

(ã) lim
n→∞

2
1√
n .
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4.15. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:(
k

e

)k
< k!, ïðè k > 1, k! < k

(
k

e

)k
, ïðè k > 11,

è âû÷èñëèòå ïðåäåë

lim
n→∞

1

n
· n
√

(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ n).

4.16. ? Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

a1 + a2 + . . .+ an
n

→ a, ïðè n→∞;

n(an+1 − an)→ b, ïðè n→∞,

äëÿ íåêîòîðûõ a, b ∈ R. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ, è íàéäèòå å¼

ïðåäåë.

4.17. ? Ïóñòü {an} è {bn} - äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òàêèå, ÷òî:

äëÿ ∀x ∈ [1; 2] âûïîëíåíî an + bnx→ c(x) ∈ R ïðè n→∞.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} ñõîäÿòñÿ è îïðåäåëèòå ôóíêöèþ c(x).

4.18. ? Ïóñòü äëÿ êàæäîãî n ∈ N an è bn - öåëûå ÷èñëà, çàäàííûå ðàâåíñòâîì:(
1 +
√

3
)n

= an + bn
√

3.

Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→∞

an
bn
.

4.19. ? Ïóñòü äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

a1 =
ab

a+ b
; an+1 =

ab

a+ b− an
, n > 1.

Íàéäèòå âûðàæåíèå äëÿ an è lim
n→∞

an.

4.20. ? Ïóñòü a1 = a, an+1 = a2
n − 2, n > 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{an} ñõîäèòñÿ?

Îïðåäåëåíèå: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè

xn 6
xn−1 + xn+1

2
ïðè n = 2, 3, . . .

4.21. ? Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ñòðîãî óáûâàþùåé ê íóëþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü ìàæîðèðóþùóþ å¼ âûïóêëóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùóþ-

ñÿ ê íóëþ.
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4.22. ?

(à) (Âàâèëîíñêèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
√

2)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} çàäàíà óñëîâèÿìè:

x1 = 1; xn+1 =
1

2

(
xn +

2

xn

)
, n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

xn =
√

2.

Çàìå÷àíèå: âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê
√

2 î÷åíü

áûñòðî. Òàê, íàïðèìåð, x4 −
√

2 = 2.124 · 10−6.

(á) Ê ÷åìó áóäåò ñòðåìèòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç ïóíêòà à), åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëü-

íîãî óñëîâèÿ âûáðàòü x1 = −1?

(â) (Èòåðàöèîííàÿ ôîðìóëà Ãåðîíà)

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {xn} çàäàííàÿ óñëîâèÿìè:

x1 = 1; xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
, n > 1, a > 0 ñõîäèòñÿ.

Íàéäèòå ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

(ã) Ïóñòü a > 0 è k > 0 - ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {an} ðàâåíñòâàìè:

a0 = a, an+1 =
1

2

(
an +

k

an

)
, n > 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:

an −
√
k

an +
√
k

=

(
a−
√
k

a+
√
k

)2n

.

4.23. ? Ïóñòü

αn =
n

√
1 +

n+1

√
1 + n+2

√
1 + . . . (áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé).

Êîíå÷íû ëè ýòè âåëè÷èíû? ×åìó ðàâåí lim
n→∞

αn?

4.24. ? Äîêàæèòå, ÷òî

9 =

√
3u2u4 + u4

√
3u4u6 + u6

√
3u6u8 + . . .,

ãäå {un} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è.
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Ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è å¼ ïðåäåë
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 5

Îïðåäåëåíèå: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ ∀n ∈ N âû-

ïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé:

xn+1 > xn, {xn} - âîçðàñòàþùàÿ, {xn}↑

xn+1 > xn, {xn} - íåóáûâàþùàÿ, {xn}↗

xn+1 6 xn, {xn} - íåâîçðàñòàþùàÿ, {xn}↘

xn+1 < xn, {xn} - óáûâàþùàÿ, {xn}↓

Òåîðåìà (Âåéåðøòðàññ):

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} âîçðàñòàåò èëè íåóáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òîãäà

∃ lim
n→∞

an = sup{an}, ãäå sup{an}− íàèìåíüøåå èç ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ äàííóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè ñâåðõó.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óáûâàåò èëè íåâîçðàñòàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òîãäà

∃ lim
n→∞

an = inf{an}, ãäå inf{an}− íàèáîëüøåå èç ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ äàííóþ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ñíèçó.

5.1. • Ïóñòü a > 0. Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn =

√
a+

√
a+ . . .+

√
a︸ ︷︷ ︸

n êîðíåé

è íàéäèòå å¼ ïðåäåë

5.2. (ñðåäíåå àðèôìåòèêî-ãåîìåòðè÷åñêîå)

Ïóñòü äàíû äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà a > b. Ïîëîæèì

a1 =
a+ b

2
, b1 =

√
ab, an+1 =

an + bn
2

, bn+1 =
√
anbn, n = 1, 2, . . . .

Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn.

Çàìå÷àíèå: Â äàííîì ïðèìåðå ìû íå íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ ïðåäåëà, íî, çíàÿ, ÷òî

îí ñóùåñòâóåò, ëåãêî ìîæåì âû÷èñëèòü åãî ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, ò.ê. îí ñîäåðæèòñÿ

ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè an è bn (an > bn äëÿ ∀n). Âû÷èñëåíèå äàííîãî ïðåäåëà áóäåò

ïðîâåäåíî â äàëüíåéøåì.
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5.3. (69) • (÷èñëî e)

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn =

(
1 +

1

n

)n
(n = 1, 2, . . .) ìîíîòîííî âîçðàñ-

òàåò è îãðàíè÷åíà ñâåðõó, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn =

(
1 +

1

n

)n+1

(n = 1, 2, . . .) ìîíîòîííî

óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó. Îòñþäà, âûâåäèòå ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìåþò îáùèé

ïðåäåë:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n+1

= e.

5.4. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e,

(à) • Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

(
2 +

1

2!
+ . . .+

1

n!

)
=
∞∑
n=0

1

n!
= e;

Çàìå÷àíèå: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn} = 2 +
1

2!
+ . . . +

1

n!
ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó e ãîðàçäî

áûñòðåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {en} =

(
1 +

1

n

)n
, è ïîýòîìó, ïðèìåíèìà ê âû÷èñëåíèÿì ÷èñëà

e çíà÷èòåëüíî ëó÷øå. Íàïðèìåð, e− e5 ≈ 0, 2299; e− s5 ≈ 0, 0016. Áîëåå ïîäðîáíî ñêîðîñòè

ñõîäèìîñòè äàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî èçó÷èòü ïî ðèñóíêó.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

(
1 +

k

n

)n
= ek ãäå k ∈ N, k > 2.

Çàìå÷àíèå: Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè

äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

(â) âûâåäèòå ôîðìóëó:

e = 2 +
1

2!
+ . . .+

1

n!
+

θn
n!n

, ãäå 0 < θn < 1.
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(ã) äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî e èððàöèîíàëüíîå.

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî e íå òîëüêî èððàöèîíàëüíîå, íî äàæå òðàíñöåíäåíòíîå

(÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè).

(ä) ? äîêàæèòå, ÷òî Ae2 +Be+ C 6= 0, åñëè A, B, C ∈ Z, A2 +B2 + C2 6= 0.

5.5. (70) Äîêàæèòå, ÷òî

0 < e−
(

1 +
1

n

)n
<

3

n
, (n = 1, 2, . . .).

5.6. (71) Ïóñòü {pn}∞n=1 - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ñòðåìÿùèõñÿ ê +∞, è

{qn}∞n=1 - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñòðåìÿùèõñÿ ê −∞,
(
pn, qn /∈ [−1, 0]

)
. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

(
1 +

1

pn

)pn
= lim

n→∞

(
1 +

1

qn

)qn
= e.

5.7. (74,75) Ïóñòü n ∈ N. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

(à) •
(n
e

)n
< n! < e

(n
2

)n
; (á) •

1

n+ 1
< ln

(
1 +

1

n

)
<

1

n
;

(â)
(

1 +
1

n

)n+1

<

(
1 +

1

n− 1

)n
; (ã) 1 + α < eα, ãäå 0 6= α ∈ R.

5.8. (79,80) Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

(à) xn =

(
1− 1

2

)(
1− 1

4

)
. . .

(
1− 1

2n

)
;

(á) • xn =

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

4

)
. . .

(
1 +

1

2n

)
;

5.9. (90) Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåò ñõîäÿùåéñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ

íåêîòîðàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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5.10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

a1 = 1, b1 = 1, an+1 =
√

2 + bn, bn+1 =
√

2an, n = 1, 2, . . . .

Äîêàæèòå, ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ, è íàéäèòå èõ ïðåäåëû.

5.11.

(à) ? Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
n
n
√
n!

}
, n > 1 ñòðîãî âîçðàñòàåò è ñõîäèòñÿ

ê ÷èñëó e, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
n

( n
√
n!)2

, n > 2

}
ñòðîãî óáûâàåò è ñõîäèòñÿ ê 0.

(á) Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

1

n

n

√
n! +

n

√
n! + . . .+

n
√
n!︸ ︷︷ ︸

n ôàêòîðèàëîâ

=
1

e
.

5.12. Ïóñòü 1 < p ∈ N è xn =
p

√
1 +

p

√
1 + . . .+

p
√

1︸ ︷︷ ︸
n êîðíåé

.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ

xp − x − 1 = 0.

5.13. ? (çàäà÷à Ðàìàíóäæàíà) Ïóñòü xn =

√
1 + 2

√
1 + 3

√
1 + . . .+ n

√
1 + n.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

xn, è íàéäèòå åãî.

5.14. ? (çàäà÷à î òåòðàöèè)

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} çàäàíà ôîðìóëàìè:

a1 = a > 0, a2 = aa, a3 = aa
a
, . . . , an+1 = aan , . . .

Äîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

a ∈
[(

1
e

)e
; e

1
e

]
.

Çàìå÷àíèå: Ìíîãî èíòåðåñíîé èíôîðìàöèè ïî ýòîé è ïîäîáíûì çàäà÷àì ìîæíî íàéòè èç

ñïèñêà ëèòåðàòóðû: http://www.tetration.org/Links/index.html.

5.15. ? Íàéäèòå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
{
xn
}
äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà áèåêöèÿ σ : N→ N òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

xσ(n)

}
ìîíîòîííî ñòðîãî âîçðàñòàåò?

5.16. ? Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

(
C0
n ·C1

n ·C2
n · . . . ·Cn

n

) 2
n(n+1)

= e, ãäå Ck
n =

n!

k!(n− k)!
.
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Êðèòåðèé Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 6

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} - ôóíäàìåíòàëüíîé èëè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ Êîøè, åñëè

∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N(ε), ∀p ∈ N =⇒ |xn − xn+p| < ε, èëè

∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N(ε), ∀m > N(ε) =⇒ |xn − xm| < ε.

Òåîðåìà (êðèòåðèé Êîøè): Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà {xn} ôóíäàìåíòàëüíà.

Çàìå÷àíèå: Êðèòåðèé Êîøè ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü òàê: ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ñõîäèòñÿ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå çíà÷åíèÿ áåçãðàíè÷íî ñáëèæàþòñÿ ìåæäó

ñîáîé ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ. Òî åñòü, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò "ïî-

ïàñòü" â ε−òðóáêó c "íåñáëèçèâøèìèñÿ" ÷ëåíàìè. È, íàîáîðîò, åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü "ïîïàëà" â ε−òðóáêó, òî åå ÷ëåíû çàâåäîìî ñáëèçèëèñü ìåæäó ñîáîé.

Îòðèöàíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn:

∃ ε > 0 : ∀N ∈ N ∃n > N, ∃p ∈ N |xn − xn+p| > ε;

∃ ε > 0 : ∀n ∈ N ∃p ∈ N : |xn − xn+p| > ε.

Çàìå÷àíèå: Îòðèöàíèå ôóíäàìåíòàëüíîñòè ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà

íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ.

6.1. (82,84,85) Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîøè, äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé:

(à) • xn = a0 + a1q + . . .+ anq
n, ãäå |ak| < M ∈ R, äëÿ ∀k è |q| < 1;

(á) xn =
cos 1!

1 · 2
+

cos 2!

2 · 3
+ . . .+

cosn!

n · (n+ 1)
;

(â) xn =
sin 1

3
+

sin 2

32
+ . . .+

sinn

3n
;

(ã) xn = 1 +
1

22
+

1

32
+ . . .+

1

n2
;

(ä) xn =
1

1 · 2
− 1

2 · 3
+ . . .+

(−1)n−1

n · (n+ 1)
.
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6.2. • Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|an+1 − an| <
1

2n
, äëÿ ∀n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ.

6.3. Èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè, äîêàæèòå ðàñõîäèìîñòü ñëåäóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé:

(à) • xn = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
, (á) xn =

1

ln 2
+

1

ln 3
+ . . .+

1

lnn
;

(â) xn =
n∑
k=1

(
1

3k − 2
+

1

3k − 1
− 1

3k

)
, (ã) xn =

n cos πn− 1

2n
.

6.4. (92) •

Åñëè lim
n→∞

xn = a, òî ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î ïðåäåëå lim
n→∞

xn+1

xn
?

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} èìååò îãðàíè÷åííîå èçìå-
íåíèå (èëè îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ), åñëè

∃C > 0 : |x2 − x1|+ |x3 − x2|+ . . .+ |xn − xn−1| < C, (n = 2, 3, . . .)

6.5. (86)

(à) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíåíèåì ñõîäèòñÿ;

(á) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íå èìåþùåé îãðàíè÷åííîãî èç-

ìåíåíèÿ.

(â) ? Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñ îãðàíè÷åííûì èçìåíå-

íèåì ñóùåñòâóþò âîçðàñòàþùèå îãðàíè÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} è {bn} òàêèå, ÷òî
xn = an − bn, n ∈ N.

6.6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ñóùåñòâóåò α ∈ (0, 1) :

|an+1 − an| 6 α|an − an−1|, n > 2.

Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñõîäèòñÿ.

6.7. • Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë lim
n→∞

sinn, ãäå n ∈ N?

6.8. "Óñèëèì"êðèòåðèé Êîøè, ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà |xn+p−xn| < ε íå äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî p ∈ N, à ëèøü äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî p ∈ N. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé íîâîìó êðèòåðèþ?

6.9. • Ïóñòü
{
ak
∣∣ k > 1

}
− ôèêñèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç ÷èñåë

{0, 1, . . . 9}. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xn =

a1

10
+

a2

102
+ . . .+

an
10n

}
ôóíäàìåíòàëü-

íàÿ.
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6.10. (òåîðåìà Êîøè î ¾ïðîðåæèâàíèè¿ èëè òåëåñêîïè÷åñêèé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè)

(à) • Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 > a2 > a3 > . . . > 0. Äîêàæèòå, íå èñïîëüçóÿ êðèòåðèé

Êîøè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = a1 + a2 + . . . + an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn = a1 + 2a2 + 4a4 + . . .+ 2na2n ;

(á) ? Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ïóíêòà (a), èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Êîøè;

Çàìå÷àíèå: Ïîðàçèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîâîëü-

íî "ðåäêàÿ" ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} îïðåäåëÿåò åå ñõîäèìîñòü èëè
ðàñõîäèìîñòü.

(â) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1 +
1

2p
+

1

3p
+ . . . +

1

np
, ñõîäèòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà p > 1;

(ã) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = 1+
1

2(ln 2)p
+

1

3(ln 3)p
+. . .+

1

n(lnn)p
, ñõîäèòñÿ

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p > 1.

6.11. Íàéäèòå ñëåäóþùèå ïðåäåëû, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Øòîëüöà (ñì. â êîíöå ëèñòî÷êà)

(à) lim
n→∞

1 +
√

2 + 3
√

3 + . . .+ n
√
n

n
; (á) lim

n→∞

(
1k + 2k + 3k + . . .+ nk

nk
− n

k + 1

)
, ãäå k ∈ N.

(â) lim
n→∞

1k + 2k + 3k + . . .+ nk

nk+1
, ãäå k ∈ N; (ã) xn =

1√
n

(
1 +

1√
2

+ . . .+
1√
n

)
;

6.12. ? Ïóñòü

a1 = 1 è an+1 = an(1 + | sin an|)−1, n > 1. Âû÷èñëèòå ïðåäåë lim
n→∞

(n · an).

6.13. ? Ïóñòü lim
n→∞

an = a, a ∈ R, à α− ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, |α| < 1. Ïóñòü òàêæå

bn = an + αan−1 + α2an−2 + . . .+ αn−1a1, n > 1.

Âû÷èñëèòå ïðåäåë: lim
n→∞

bn.

6.14. ? Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
an
}
ïóñòü

xn = an + an−1, yn = 2an + an−1, n > 2.

Äîêàæèòå, ÷òî:

1) èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xn
}
íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü

{
an
}
;

2) åñëè lim
n→∞

yn = y ∈ R, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
an
}
ñõîäèòñÿ. Íàéäèòå lim

n→∞
an.
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Òåîðåìà (òåîðåìà Øòîëüöà): Ïóñòü xn è yn � äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ

÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. Äëÿ âñåõ n ∈ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî yn < yn+1;

2. lim
n→∞

yn = +∞;

3. Ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

(êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé îäíîãî çíàêà).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
n→∞

xn
yn
, ïðè÷¼ì ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: lim

n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

.

I Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîíå÷íîãî ïðåäåëà, ò.å. ïóñòü ∃ lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= a <∞.

Òîãäà äëÿ ∀ε > 0 ∃N(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ ∀n > N âûïîëíåíî:∣∣∣∣xn − xn−1

yn − yn−1

− a
∣∣∣∣ < ε

2
. Îòêóäà èìååì a− ε

2
<
xn − xn−1

yn − yn−1

< a+
ε

2
.

Çàïèøåì äàííûå íåðàâåíñòâî äëÿ íîìåðîâ N + 1, N + 2, . . . , n:

∀n > N(ε) =⇒ a− ε

2
<

xN+1 − xN
yN+1 − yN

,
xN+2 − xN+1

yN+2 − yN+1

, . . . ,
xn − xn−1

yn − yn−1

< a+
ε

2
.

Ïîìíîæèì êàæäîå èç äàííûõ íåðàâåíñòâ íà çíàìåíàòåëü, ñòîÿùåé â í¼ì äðîáè, è ïðîñóì-

ìèðóåì èõ. Ïîëüçóÿñü âåðíûì äëÿ âñåõ n íåðàâåíñòâîì yn < yn+1, ïîëó÷àåì:(
a− ε

2

) (
(yn−yn−1)+(yn−1−yn−2)+. . .+(yN+1−yN)

)
< (xn−xn−1)+(xn−1−xn−2)+. . .+(xN+1−xN) <

<
(
a+

ε

2

) (
(yn − yn−1) + (yn−1 − yn−2) + . . .+ (yN+1 − yN)

)
=⇒

=⇒ a− ε

2
<
xn − xN
yn − yN

< a+
ε

2
⇐⇒

∣∣∣∣xn − xNyn − yN
− a
∣∣∣∣ < ε

2

Äàëåå, ò.ê.
xn
yn
− a =

xN − a yN
yn

+

(
1− yN

yn

)(
xn − xN
yn − yN

− a
)
, òî∣∣∣∣xnyn − a

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣xN − a yNyn

∣∣∣∣+

∣∣∣∣xn − xNyn − yN
− a
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣1− yN

yn

∣∣∣∣
Ñëàãàåìîå

∣∣∣∣xn−xNyn−yN
−a
∣∣∣∣, êàê ìû óñòàíîâèëè, ïðè n > N ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå

ε

2
; ñëàãàåìîå∣∣∣∣xN−a yNyn

∣∣∣∣< ε

2
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n > Ñ(ε), ò.ê. âåëè÷èíà (xN − a yN) � ôèêñèðîâàíà, à

yn → +∞. Íàêîíåö, ìíîæèòåëü

∣∣∣∣1− yN
yn

∣∣∣∣ â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yn ñòðîãî
ìåíüøå 1 ïðè n > N(ε).

Ïîýòîìó, ∣∣∣∣xnyn − a
∣∣∣∣ < ε

2
+
ε

2
= ε, äëÿ ∀ε > 0 è ∀n > max

{
N(ε) ; Ñ(ε)

}
.

Ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ïðåäåëà: lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1

= +∞, ëåãêî ïðèâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåí-

íîìó ñëó÷àþ �ïåðåâîðà÷èâàíèåì äðîáè�.

�
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Ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ìíîæåñòâà
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 7

Îïðåäåëåíèå: ×èñëî ξ (èëè ñèìâîë∞) íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xn}, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk}, ÷òî lim
n→∞

xnk = ξ.

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì íàèáîëüøèé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} - âåðõ-
íèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Îáîçíà÷åíèå: lim

n→∞
xn.

Îïðåäåëåíèå: Íàçîâåì íàèìåíüøèé ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} - íèæ-

íèì ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Îáîçíà÷åíèå: lim
n→∞

xn.

Òåîðåìà (Ïðèíöèï Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà):

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî ó íåå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí êîíå÷íûé ÷à-

ñòè÷íûé ïðåäåë.

Òåîðåìà: Ðàâåíñòâî lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn. ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì

ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}.

7.1. (101, 102, 103, 104, 105, 106)

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}∞n=1 íàéäèòå inf
n
xn, sup

n
xn, lim

n→∞
xn, lim

n→∞
xn, åñëè:

(à) xn = 1− 1

n
;

(á) • xn = (−1)n−1

(
2 +

3

n

)
;

(â) xn =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
;

(ã) xn = 1 +
n

n+ 1
cos

πn

2
;

(ä) xn = 1 + 2(−1)n+1 + 3(−1)
n(n−1)

2 ;

(å) xn =
n− 1

n+ 1
cos

2πn

3
;

(æ) xn = (−1)n n.

Çàìå÷àíèå: Ïîä sup
n
xn,

(
inf
n
xn
)
ïîíèìàåòñÿ íàèìåíüøåå èç ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü xn ñâåðõó
(
íàèáîëüøåå èç ÷èñåë, îãðàíè÷èâàþùèõ xn ñíèçó

)
.
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7.2. (112, 114) Íàéäèòå lim
n→∞

xn, lim
n→∞

xn, åñëè:

(à) • xn =

(
1 +

1

n

)n
(−1)n + sin

πn

4
;

(á) xn =
n
√

1 + 2n(−1)n ;

(â) xn =
(

1 + sin
πn

4

)(
1− cos

πn

6

)
;

(ã) xn = n ln

(
1 +

(−1)n

n

)
.

7.3. (Õàðàêòåðèçàöèÿ ÷àñòè÷íîãî ïðåäåëà)

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a ∈ R åñòü ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀ε > 0 ∀N ∈ N ∃n ∈ N : n > N, |xn − a| < ε.

7.4. Ïîñòðîéòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû êîòîðîé -

(à) âñå öåëûå ÷èñëà;

(á) • âñå ÷èñëà èç îòðåçêà [0, 1];

(â) âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà;

Çàìå÷àíèå: Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî, è îòðåçîê [0, 1], è äåéñòâèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ R

èìåþò ìîùíîñòü êîíòèíóóì, à ïðèáëèæàþùèå èõ ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè - ñ÷¼òíû.

7.5. (121, 122)

(à) Ïîñòðîéòå ïðèìåð ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, èìåþùåé â êà÷åñòâå ñâîèõ ÷àñòè÷-

íûõ ïðåäåëîâ äàííûå ÷èñëà: {a1, a2, . . . , an}

(á) • Ïîñòðîéòå ïðèìåð ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîé âñå ÷ëåíû äàííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: {a1, a2, . . . , an, . . .} ÿâëÿþòñÿ åå ÷àñòè÷íûìè ïðåäåëàìè. Êàêèå åù¼ ÷à-

ñòè÷íûå ïðåäåëû îáÿçàòåëüíî èìååò ïîñòðîåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü?

7.6. (124) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn è yn = xn n
√
n èìåþò îäíè è òå æå ÷à-

ñòè÷íûå ïðåäåëû.
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7.7. (127, 128)

×òî ìîæíî óòâåðæäàòü î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn + yn}, {xn · yn}, åñëè:

(à) • {xn} - ñõîäèòñÿ, {yn} - ðàñõîäèòñÿ;

(á) {xn}, {yn} - ðàñõîäÿòñÿ.

7.8. ?

(à) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a2n} è {a2n+1}

ñõîäÿòñÿ. Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}?

(á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {a2n}, {a2n+1} è

{a3n} ñõîäÿòñÿ. Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}?

(â) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íå èìåþùåé ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, äëÿ êîòîðîé ñõî-

äèòñÿ êàæäàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {am·k}∞k=1, m > 2 - ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

7.9. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðå-

äåëîâ åñòü
{ 1

n

∣∣∣n ∈ N} ∪ {0}.
7.10. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå èç ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ, è òîëüêî îíî, íå ìîæåò áûòü

ìíîæåñòâîì âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ íåêîòîðîé ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

(a) •
{

1

n

∣∣ n ∈ N} ; (á) (0, 1); (â) Q; (ã) R;

7.11.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñîäåðæèò ìîíîòîí-

íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

(á) Óêàæèòå êàêóþ-íèáóäü ñòðîãî ìîíîòîííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè
{√

n −
[√
n
]}
, ãäå

[
α
]
îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà α.

7.12. Îïèøèòå ìíîæåñòâî A âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

7.13. Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) • lim
n→∞

xn = lim
n→∞

{
sup
m>n

xm

}
= inf

n

{
sup
m>n

xm

}
; (á) lim

n→∞
xn = lim

n→∞

{
inf
m>n

xm

}
= sup

n

{
inf
m>n

xm

}
.

Çàìå÷àíèå: Óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ èíîãäà áåðóòñÿ çà îïðåäåëåíèÿ íèæíåãî è âåðõíåãî

ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèÿ, îïðåäåë¼ííûå

òàêèì îáðàçîì ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì èç ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ

äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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7.14. ? Íàéäèòå ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn = sinn.

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sinn â ëîãàðèôìè÷åñêîé øêàëå

7.15. ? Ìíîæåñòâî A ⊂ R íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{xn} ñõîäÿùåéñÿ ê ÷èñëó x ∈ R, ïðåäåë x ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå
íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A ⊂ R åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòè÷íûõ ïðåäåëîâ íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} ⊂ R.

7.16. ? Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë {an} äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåò-
ðîâ p > 0, q > 0, p+ q < 1 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì:

an+2 6 pan+1 + qan, n > 1.

Äîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ, è íàéäèòå å¼ ïðåäåë.

7.17. ? Ïóñòü a1 = 1, an =
1

n

n−1∑
k=1

akan−k ïðè n > 2. Äîêàæèòå, ÷òî
2

3
6 lim

n→∞
n
√
|an| <

1√
2
.

7.18. ? Îïðåäåëèòå ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà
{

3
√
n− 3
√
m, n,m ∈ N

}
.

7.19. ? Ïóñòü ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

am+n 6 am + an (m,n ∈ N).

Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{an
n

}
äîëæíà ëèáî ñõîäèòñÿ, ëèáî ðàñõîäèòñÿ ê

ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè÷¼ì ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ðàâåí å¼ íèæíåé ãðàíè.

7.20. ? Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà k−ûõ ñòåïåíåé:

Sk(n) = 1k + 2k + . . .+ nk = a0 + a1n+ . . .+ ak+1n
k+1 −

åñòü ìíîãî÷ëåí îò n ñòåïåíè (k + 1). Óñòàíîâèòå ðàâåíñòâî: lim
n→∞

Sk(n)

nk+1
=

1

k + 1
.

7.21. ? Ñóùåñòâóåò ëè ÷èñëî a > 1 òàêîå, ÷òî lim
n→∞

sin
(
an
)

= 1?

7.22. ? Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {xn} òàêîâà, ÷òî âûïîëíåíî:

lim
n→∞

(
xn+1 − xn

)
= 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ïðîìåæóòîê ñ êîíöàìè lim
n→∞

xn è lim
n→∞

xn ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì å¼ ÷àñòè÷íûõ

ïðåäåëîâ.
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Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
Ìàòåì. àíàëèç

ëèñòîê 8

Óòâåðæäåíèÿ:

1. Ñõîäÿùàÿñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè;

2. Ïóñòü {xkn} - ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Òîãäà,

lim
n→∞

xn 6 lim
n→∞

xkn
(

lim
n→∞

xn > lim
n→∞

xkn
)
;

3. Åñëè ∃ lim
n→∞

xn (∃ lim
n→∞

xn), òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xkn}, ÷òî:

lim
n→∞

xkn = lim
n→∞

xn ( lim
n→∞

xkn = lim
n→∞

xn);

4. lim
n→∞

(−xn) = − lim
n→∞

xn; 5.
1

lim
n→∞

xn
= lim

n→∞

1

xn
, xn 6= 0 äëÿ ∀n.

8.1. (131) Ïóñòü {xn}, {yn} - ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) • lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn 6 lim
n→∞

(xn + yn) 6 lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn,

ïîñòðîéòå ïðèìåðû, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà;

Çàìå÷àíèå: Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, {yn} ìîãóò ðàñõîäèòñÿ. Â ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ âìåñòî íåðàâåíñòâ äîñòèãàþòñÿ ðàâåíñòâà.

(á) lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn 6 lim
n→∞

(xn + yn) 6 lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn,

ïîñòðîéòå ïðèìåðû, íà êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà;

8.2. • (àíàëîã çàäà÷è 7.7.(à) äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ)

Ïóñòü ∃ lim
n→∞

xn = a 6= 0, è ∃ lim
n→∞

xn ·yn. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ñõîäèò-
ñÿ. Ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè lim

n→∞
xn = 0, òî èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn · yn} ìîæåò íå

âûòåêàòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn};

Çàìå÷àíèå: Â íàçâàíèè ïîä "àíàëîãîì çàäà÷è" èìååòñÿ ââèäó, êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëî-

âèÿ òðåáóåòñÿ íàëîæèòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, ÷òîáû èç ñõîäèìîñòè åù¼

è {xn · yn} âûòåêàëà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn}.
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8.3. (132) Ïóñòü xn > 0, yn > 0 äëÿ ∀n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî:

(à) lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn 6 lim
n→∞

(xn · yn) 6 lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn,

(á) lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn 6 lim
n→∞

(xn · yn) 6 lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn,

ïîñòðîéòå ïðèìåðû, êîãäà â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ èìåþò ìåñòî ñòðîãèå íåðàâåíñòâà;

8.4. (133) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ∃ lim
n→∞

xn, òî êàêîâà áû íè áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}
èìååì:

(à) • lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn;

(á) lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn, xn > 0.

8.5. (134) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}, êàêîâà áû íè áûëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} èìååò ìåñòî òîæäåñòâî A, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ.

(à) • A : lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn;

(á) A : lim
n→∞

(xn · yn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn, (xn > 0);

8.6. (135) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn > 0 äëÿ ∀n ∈ N è lim
n→∞

xn · lim
n→∞

1

xn
= 1, òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ.

8.7. • Ñîñòàâèì äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü å¼ ñðåäíèõ àðèôìå-

òè÷åñêèõ bn =
a1 + a2 + . . .+ an

n
. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ òîëüêî ëèøü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî åñëè {an} ñõîäèòñÿ, òî è {bn} ñõîäèòñÿ ê òîìó æå ïðåäåëó.

8.8. ? Óñèëüòå óòâåðæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî íîìåðà, äîêàçàâ, ÷òî

lim
n→∞

an 6 lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

bn 6 lim
n→∞

an.

8.9. ? Ïóñòü ∃ lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b í ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} è {yn} îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x0 = 1; an = 2xn + yn, bn = xn−1 + 2yn, n > 1.

Äîêàæèòå ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn} è {yn}, à òàêæå íàéäèòå èõ ïðåäåëû.

8.10. ? Ïóñòü lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

zn =
x1yn + x2yn−1 + . . .+ xny1

n
.
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8.11. (138,139,140) Ïðèìåíèòå òåîðåìó Ò¼ïëèöà (ñì. â êîíöå ëèñòî÷êà) äëÿ ðåøåíèÿ ñëå-

äóþùèõ çàäà÷:

(à) • ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåä-

íèõ àðèôìåòè÷åñêèõ ξn =
x1 + x2 + . . .+ xn

n
òàêæå ñõîäèòñÿ è lim

n→∞
xn = lim

n→∞
ξn. Ïîñòðîéòå

ïðèìåð, ÷òî îáðàòíîå íå âåðíî.

(á) ïóñòü lim
n→∞

xn = +∞. Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

x1 + x2 + . . .+ xn
n

= +∞.

(â) äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñõîäèòñÿ è xn > 0 äëÿ ∀n ∈ N, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

n
√
x1 · x2 · . . . · xn = lim

n→∞
xn.

(ã) ïóñòü lim
n→∞

xn = a. Íàéäèòå ïðåäåë lim
n→∞

n · x1 + (n− 1) · x2 + . . .+ 1 · xn
n2

.

8.12.(141) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn > 0 äëÿ ∀n ∈ N, è ∃ lim
n→∞

xn
xn−1

, òî lim
n→∞

n
√
xn = lim

n→∞

xn
xn−1

.

8.13. (142) Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

n
n
√
n!

= e.

8.14. ? Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

(
x1 + xn+1

xn

)n
> e äëÿ ëþáîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè {xn}.

8.15. ? Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë {an} è {bn} óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(1) an 6= 0 ∀n > 1; (2) a1 + a2 + . . .+ an → +∞, n→∞;

(3) lim
n→∞

bn
an

= d <∞. (4) ∃C ∈ R : ∀n > 1
|a1|+ |a2|+ . . .+ |an|
a1 + a2 + . . .+ an

< C;

Äîêàæèòå, ÷òî lim
n→∞

b1 + b2 + . . .+ bn
a1 + a2 + . . .+ an

= d.

8.16. ? Ïóñòü 0 < an < 1 ïðè n ∈ N.

(à) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðàõ, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî èç ïðåäåëîâ lim
n→∞

a1 + . . .+ an
n

è

lim
n→∞

a2
1 + . . .+ a2

n

n
íå ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì äðóãîãî.

(á) Ïóñòü lim
n→∞

a1 + . . .+ an
n

= a è lim
n→∞

a2
1 + . . .+ a2

n

n
= b. Äîêàæèòå, ÷òî a2 6 b 6 a è ÷òî

ïåðåìåííàÿ b ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ ìåæäó a2 è a.
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Òåîðåìà Ò¼ïëèöà î ðåãóëÿðíîì ïðåîáðàçîâàíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Anm, çàâèñÿùóþ îò äâóõ èíäåêñîâ, óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèÿì:

1. Anm > 0, äëÿ âñåõ n,m ∈ N;

2. An1 + . . .+ Ann = 1;

3. lim
n→∞

Anm = 0 äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî m ∈ N,

à òàêæå ÷èñëîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x̃n}, òàêóþ, ÷òî
4. ∃ lim

n→∞
x̃n = a <∞.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn =
n∑

m=1

Anmx̃m ñõîäèòñÿ è lim
n→∞

Sn = a.

I Äëÿ ∀ε > 0 ðàññìîòðèì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, ìîäóëü ðàçíîñòè:∣∣∣∣∣
n∑

m=1

Anmx̃m − a

∣∣∣∣∣ =

{
n∑

m=1

Anm = 1

}
=

∣∣∣∣∣
n∑

m=1

Anm(x̃m − a)

∣∣∣∣∣ 6
n∑

m=1

Anm|x̃m − a| (∗)

Ïîëó÷åíèå îöåíîê èç óñëîâèé 3 è 4:

∃ lim
n→∞

x̃n = a⇔ äëÿ ∀ε > 0, êîòîðîå áûëî âûáðàíî âûøå, ∃Nx(ε):

∀n > Nx(ε) |x̃n − a| <
ε

2
(1)

Äàëåå, ò.ê. ∃ lim
n→∞

x̃n = a <∞, òî {x̃n} - îãðàíè÷åíà, ò.å. ∃M > |a| > 0 òàêîå, ÷òî |x̃n| 6M , à

|x̃n − a| 6 |x̃n|+ |a| 6 2M, äëÿ ∀n ∈ N (2)

Òàê êàê lim
n→∞

Anm = 0 è Anm > 0, òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî íàìè ε > 0 ∃NA(ε) > Nx(ε), ÷òî

0 6 Anm <
ε

4NxM
(3)

äëÿ ∀m = 1, . . . , Nx è ∀n > NA.

Ïðîäîëæàåì îöåíèâàòü âûðàæåíèå (∗), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (1)-(3).

Ïóñòü n > NA(ε) òîãäà

n∑
m=1

Anm|x̃m − a| = An1|x̃1 − a|+ . . .+ AnNx|x̃Nx − a|+ AnNx+1|x̃Nx+1 − a|+ . . .+ Ann|x̃− a| <

< Nx
ε

4NxM
· 2M +

ε

2
(AnNx+1 + . . .+ Ann) <

ε

2
+
ε

2
= ε

. �

Çàìå÷àíèå: Åñëè óñëîâèå 1. Anm > 0, äëÿ ∀n,m ∈ N íå âûïîëíåíî, òî äëÿ ñïðàâåä-

ëèâîñòè òåîðåìû Ò¼ïëèöà íåîáõîäèìî äîáàâèòü óñëîâèå: ∃C > 0, ÷òî äëÿ ∀n > 1 ñëåäóåò
n∑

m=1

|Anm| 6 C.
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